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强迫耗散非线性大气方程的计算稳定性

李建平
①＊　丑纪范①②

( ①兰州大学大气科学系,兰州 730000;②北京气象学院,北京 100081;

＊现地址:中国科学院大气物理研究所 LASG,北京 100080)

摘要　提出计算准稳定的新概念来研究强迫耗散非线性发展方程的计算稳定性,给出强迫耗

散非线性大气方程组的差分格式计算准稳定的判据,为设计强迫耗散非线性大气方程组计算

稳定的差分格式提供了理论依据.

关键词　计算稳定性　计算准稳定性　算子方程　差分格式　强迫耗散非线性方程

数值的求解非线性大气和海洋动力学方程组,就要设计计算稳定的数值格式.对于绝热

的或无耗散的非线性发展方程计算稳定性,曾庆存等人
[ 1 ～ 5]

做了大量工作.然而, 对于强迫

耗散的非线性发展方程由于其固有的困难,目前对它尚缺乏计算稳定性分析,而研究强迫耗散

的非线性发展方程的计算稳定性确实是非常重要的.本文提出了计算准稳定的新概念, 并在

此基础上研究了强迫耗散的非线性发展方程的计算稳定性问题.

1　基本描述和计算准稳定性概念

　　完整的强迫耗散非线性大气方程组可化为 Hilbert空间中如下等价的算子方程[ 6] :

 φ
 t
+N( φ) φ+L ( φ) φ=ξ, (1)

φ t=0 =φ0. (2)

其中 N ( φ)为反伴算子, L ( φ)为自共轭正算子, 即

N
＊
( φ) =-N

＊
( φ) , 　( N ( φ)φ, φ) =0, (3)

L
＊
( φ) =L

＊
( φ) , 　( L( φ) φ, φ) ≥0, (4)

式(4)中等号当且仅当‖φ‖ =0时成立.

利用差分法求( 1) , ( 2)式的近似解.令时间步长为 τ,空间步长为 h , 布网( mh, nτ) ,记

φ在时刻 t n 上的值为φ
n.定义网格函数的内积为

( φ,  φ) =∑
m

φm φmΔm , (5)

其中 φ,  φ为任意两个抽象函数(通常为向量函数) , φm ,  φm , Δm 分别为第m 网格点上φ,  φ

的值及单元体积,函数 φ的范数定义为

‖φ‖ =( φ, φ) 1/2. (6)
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　　在 Hilbert空间中的反对称算子在 R
n 空间中对应的就是反对称矩阵,而对称正算子对应

的就是对称正矩阵.令算子 N ( φ)和 L ( φ)离散化的一般形式分别为 N ( φ＊)和 L ( φ＊) ,那

么 N( φ＊)是反对称矩阵, L ( φ＊)是对称正矩阵.

要研究形如(1)式的方程的计算稳定性是比较困难的, 一般研究的是 ξ≡0情形[ 1～ 4] .对

于 ξ≠0的情形结果很少, 因此,对于 ξ≠0的情形,有必要放宽条件,引入如下计算准确定性

的概念.

定义 1　若当 τ足够小时, 差分法计算(1) , (2)式得到的解满足

‖φn+1 ‖ ≤‖φn ‖ +τc, (7)

其中 c 为与‖ξ‖有关的常数,则称差分格式为计算准稳定的.

显然,计算准稳定是计算稳定的必要条件,凡是不满足计算准稳定的格式,必是计算不稳

定的.当 ξ≡0时或当 τ※0时的计算准稳定性就是计算稳定性.

2　主要结果

　　给出方程( 1)普遍的差分格式为

φn+1 -φn

τ
+N( φ＊)[ aφn+1 +(1 -a) φn] +L( φ＊) [ aφn+1 +( 1-a) φn] =ξ, 0 ≤a ≤1.

(8)

　　定理 1　方程( 1)的差分格式( 8) ,当 1/2≤a≤1时是计算准稳定的.

证　对( 8)式两边与 aφ
n +1
+(1-a) φ

n
作内积,利用 N( φ

＊
)和 L( φ

＊
)的性质有

φ
n+1
-φ

n

τ
, aφn+1 +( 1-a) φn ≤(ξ, aφn+1 +(1-a) φn) ,

即

a ‖ φ
n+1
‖

2
≤( 1-a) ‖φ

n
‖

2
+(2a -1) ( φ

n
, φ

n+1
) +τ( ξ, aφ

n+1
+(1 -a) φ

n
) ≤

( 1-a) ‖φn ‖2 +
2a -1

2
‖φn ‖2 +

2a -1
2
‖φn+1 ‖2 +

aτ‖ξ‖ ‖φ
n+1
‖ +(1 -a)τ‖ξ‖‖φ

n
‖ ,

于是

‖φn+1 ‖2 -2aτ‖φn+1 ‖‖ξ‖ ≤‖φn ‖2 +2(1-a) τ‖φn ‖‖ξ‖.

从而当 1/2≤a≤1,有

‖ φn+1 ‖2 -2aτ‖φn+1 ‖ ‖ξ‖ +a
2τ2 ‖ξ‖2 ≤

‖φn ‖2 +2(1 -a) τ‖φn ‖‖ξ‖ +a
2τ2 ‖ξ‖2 ≤

‖φn ‖2 +2aτ‖φn ‖ ‖ξ‖ +a
2τ2 ‖ξ‖2

,

即

‖φ
n+1
‖ ≤ ‖φ

n
‖ +2aτ‖ξ‖ ≤‖φ

n
‖ +τc,

其中 c=2 ‖ξ‖ , 所以当 1/2≤a ≤1时( 8)式是计算准稳定的.证毕.

特别地,当 ξ≡0时,有 c=0,所以

‖φn+1 ‖ ≤‖φn ‖,

格式是计算稳定的.
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对于非线性问题来说,其线性化方程所得的稳定性判据也有一定的参考意义.所以,对式

( 1)的线性化方程也作一点补充分析.方程( 1)的线性方程为

 φ
 t +N( φ) φ+L ( φ) φ=ξ, (9)

其差分格式为

φn+1 -φn

τ +( N ( φ) +L( φ) ) ( aφ
n+1
+(1-a) φ

n
) =ξ. (10)

　　定理 2　方程( 9)的差分格式( 10)当 1/2≤a≤1时是计算稳定的.

证　令 φ1, φ2 为( 10)式的任意两个解

εi =φi1 -φ
i
2, i =1, 2, …, n ,

则

εn+1 -εn

τ
+( N( φ) +L( φ) ) ( aεn+1 +( 1-a)εn ) =0.

于是可得当 1/2≤a≤1时有

εn+1 ≤ ε0 .

格式是计算稳定的.

根据上面的结果,当 1/2≤a≤1时,对于线性(有外源)或无外源(有非线性)的情形, 格式

( 8)是计算稳定的,而对于非线性有外源的情形, 格式( 8)是计算准稳定的.因此,在不考虑舍

入误差的情形下,非线性相互作用及外源的影响是引起计算准稳定格式误差传播的主要因素.

由于强迫耗散非线性发展方程计算稳定性的复杂性, 本文提出计算准稳定的新概念来对

它进行研究.给出了强迫耗散非线性大气方程组的差分格式计算准稳定性的判据, 这个判据

又是线性化方程组及无外源情形下计算稳定的判据,而计算准稳定又是计算稳定的必要条件,

所以计算稳定的格式必在这个判据中, 这就为设计强迫耗散非线性大气方程组计算稳定的差

分格式提供了必要的理论依据.
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